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摘要 该文首次研究了一类非线性抛物积分微分方程的非协调四边形 元方法
,

提出了

它的连续时间 逼近格式
,

并获得了最优 和场 误差估计
·

关键词 非协调
, ,

非线性元
,

积分徽分万程

引言

考虑下面一类非线性抛物积分微分方程
· 一 、

·

、· · 二

且
” ,‘ ,

一
, · 二 , · ·

, ,

任 口 又
, ,

, 。 ￡ ,

口 ,

, , ,

任 刃 丫
,

〕
,

叹卫

其中 。仁尸 为一多边形区域
,

其边界 逐段光滑
, 。,

并有条件
日内

, ,

使得
。

毛
,

, 。 , , , , 占 和 均为已知的有界光滑函数
,

且具有本文
论证所需的各阶有界偏导数
事实上

,

由下面误差分析知 解将一致收敛于真解
,

因此条件 只需在
的邻域内成立即可

,

条件 并不苛刻 中的时间积分项又称 项
,

此类问

题在具有记忆功能的材料中的热传导
,

气体扩散
,

松散介质中的压力
,

核反应动力学
,

粘弹
性力学等领域的研究中有着广泛的应用

,

研究它的数值计算方法无论在理论研究还是实
用方面都有着一定的价值 〔〕

、

〕研究了该类问题的标准 有限元法的收敛性
,

得到了最优误差估计
,

但对于它的非协调有限元方法的研究
,

迄今未曾有人做过分析
,

本

文首次提出对形如 的非线性抛物积分微分方程应用非协调四边形 元方法
,

前提是在 〕给出的关于网格细分的一个规定条件下
,

本文通过引进一种不同于【 〕的

型辅助变分问题
,

得到了连续时间 格式的最优 ’和 从 误差估计
本文在 荟 进行一些必要的准备工作

,

引人预备知识及引理
,

芍 提出连续时间

格式并做误差分析
,

得出本文结论

年 月 日收到原稿
,

年 月 日收到修改稿
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预备知识及引理

记
,

叹 。
,

簇
,

尸 。 护
,“ 口 ,

和尸
,

任
,

是通常意义下 。和 上
的 空间

,

相应的范数及其半范数记作
。

—

石 —

·

沪
·

。

护 二川
丫

,

, 。 ·

护 。
,

,尸 ·

萨
·

。

·

年 ,

又令

‘ 名‘

,

。 ·

护 。
, · ·

护 。
, ·

为一 空间
,

对 尹 〔。
,

一
,

定义

乙 口卜

, , 孙 一叮 、
, 一

袱

令 八 为 。上的一个剖分
,

是剖分单分
,

为单元最大直径
,

在此剖分下考虑一

个非协调有限元空间 必玛 口
,

其中检验函数 。 在刃 上的节点处取零值 记
,

、 一 习 ⋯
,

二 ,

,
。,

、 一
, 、 ·

、 。一 ,, , 。, ,

、 ,

·

气

尹 二 。

念琴
,

, ,

本文我们限制
、
为四边形 元非协调空间

,

检验函数 限制在四边形元 任

认 上为训二
,

由〔
,

〕定义 又假设剖分 八 满足〔 〕中正规条件
,

令 旅 表示
的直径

,

一 嗯
二 ,

我们对网格细分引人进一步的假设
,

单元 的对角线中点之间距离

是
,

当 一 。时对所有 任孔 一致成立
弓 ,人记号

,

, 一

几、
, ,

, 、一粤枷
,

,
,

,卜
二 , 二 , 二 , 、一粤

, ,
,

, ,
, 、 , · , · ,

·

, , 一“ , · ,
·

, · ,
,

守 , ,一刁
, · · ,

二 , 二
, 。 , ,

,

, 一丁
。二 、二 , 、 ,

,

二 , 、 。
,

, 一丁
。二 、, , 二

州
, 少

,

必 尹
,

价 一 、 尹
,

必
· 二 抓

,

必 , 抓
,

沪 一 、

丁 抓
,

沪

下面引人 型辅助变分问题
,

求 斌 巨
,

〕
、 ,

使得
。 “

, ·

丁
· · “ ·

, · ·

一 ‘
, 。 ,

丁
·‘· , · ,

, · ,“
, · 。 、

·

引理 〕
、

’〕 假设 必
‘ 习 , 。任 、 ,

则

, 分 ,
, · , , 一 ,粤丁

状如肋 ,簇 ,, , ,, ‘· ,
,

一

·

落
,

以习一一这里
, , , ,

为沿 的边界拔 的单位外法向向量
,

及
尸 必讨 簇 川 州

,

训
, , ,

引理 令 任尸 习 是 的解沂 由 定义
,

则对 任〔
,

〕
,

有
云一 云一 , ,‘簇 月皿

,
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—
一一一一

—

一
一 一 一 一一 一一 一 一一 一 一 一 一 一

产止

这里为便于书写
,

引人记号 旧佳一 、“十
。

“二 乙

证 由 和条件 知
,

对 ‘凡
,

有 二
。 云一 川抓簇

、 ‘ 云一
,

反一

、 一 瓜 一 瓜

公 ,

一
,

于是

广
‘ ’

一 , 十 。‘ , , 公 ,
,

一 ‘ ,六
。 、 , , 一

内 睡一
,

一 , , ,

气
坦卿竺三二竺
一 , ,

上
‘

多
,

反一
,

刁厅 一一 一一 下 , 尸一一 丁尸 万

一 尤
,矗

十

叹 ,‘一 “ , 十 ,“ 一 ‘ ,
, · 二

由三角不等式和 不等式便有

,‘一 ,
, ·簇 溉

‘ ,一 “
, 、

且,一
,

“

二
。 , ,

旦鱼些坦
, ‘ , ,

“ 一
石奋

一 —
门 一 产井了 一 一 丁

气
气

儿
, 人 尤

,人

因 为
,

一
, , 一 “ 一 一

习妙 四 妙
·

。 “ 二“ 一 二 「
二

拭

、

而
,

协少石 令 叭 , 其中
、任川 习 为 的协调部分

,

于

是有
,

力 ”
,跳

,

称之为相容误差泛函
,

它可由 中的双线性形式 以。
,

表示
,

于是由引理 可得
,

簇
,

同理
,

一 名
,

二
一

,

跳 镇

日

公

派
, 、 ,

, 丈 洲‘父凡

,

因此由 有

〕知成立

,“一 ,
,

簇 武 ,一 ‘ , 一 且,一 ‘
, · · “‘·。

利用〔
,

云一 工 ,

簇 国幽

下面证明 估计
,

令 反
,

其中 为 云的协调部分
〕知

,

为其非协调部分
,

由〔

一
,

簇 一 应 工

又由 有
,

簇 一 二 , ,

一 压
,

簇以 卜
由〔

,

〕有
,

二 落 , , 、

和 结合便有

镇 困口

因此欲让 中 岛 估计
,

只需证明下式成立
二 一 簇 扭

令 。 二一
,

引入辅助问题
,

任岛 习
,

求 尹
,

使得
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一 甲
·

甲咖
,

任
,

少 ,

〔 浏
‘

由偏微分方程理论知 净任万 口 自斌 口
,

且有先验估计
少

令凡尹任 为 甲在 上的插值函数
,

其定义可见
,

的证明 〕

八件嗽叶
‘

凡尹
,

其中嗽少为协调部分
,

凡 为非协调部分
,

因此易知
,

嗽叻 二 ,

嗽妇
又由

,

我们得到
, ,

叻 冲 一 嗽种
一 ‘ 一 一 、 、 一 、 一且

。 · · · ,

、。、·

一
丁
‘· , · · ,

,尹一 嗽卯 ·

分解凡切为

一
丁

· · , ‘· ,
,

。 · ‘ ,‘·‘,

十 一
,

价 、
,

声 一 、

切一

十

其中
,

入 一“ 一卯 一

到护
· ,

黔一丁
二甲

· · ,守叻‘二 簇

这里用到引理
, ,

和

·

卜 卜
,

一丁
‘ · , ·‘· ,

,

叻 ·

一

丁⋯
· · ,

,

守
·

” · , ’

·

二

、云 、铆
·

、
、一丁

“ ‘· · , · · ,
,

。 一丁粤‘丁
二甲

·

” · · , , 必

·

约 二 一

综合得到
丁
‘“ ·

务
· 、·、 ,丁, · ,一 二

。 一 ,

毕罕 簇 、
, 一二

‘ 。 二 ,、
,

任乙忍

由 不等式便得
己 簇 川酬 与 结合立得证

引理 若
,

从 ,

‘ 尸 刀
,

则成立

位 一 伍 一
, , 、 护

,

位 一
。

伍 一
。 ,

簇 川甩护 护
,

这里为书写简洁
,

引人另一范数记号
,

定义
,二 ,, 一

息
,,令‘, 丁,,令

‘· , ,,‘
· , 。‘ 一 一

证 令
‘

任
,

使得对 任〔
,

〕
,

满足
“

一
, ,

丁二
‘·

一
、 · , 、·

一 一 、
,

丁
· 、 · , · 一 · 。二

·
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由 甲,

必 和 抓
,

必 的定义及
·

易知
,

可等价地改写为

、夕‘、从」
卜

。、 云一
, ·

丁二
· “一

· , ·

一
, ·

丁
“ · · ,

,

, 一 · 任 、
·

因此由 易得
’

一
,

簇

求时间微分有
,

令 云一
,

得到对
, 、

, · , 、 “
, · 二

,

丁
· · , · ·

产

二
‘ , 口 怪 “ ,

十 名
,

十
, , ,

其中
,

厂
, ,

、 ,

刁丁
二 · ·” ‘

’

粤丁
二 ” ·”

‘

” 甲 己功 ,

厂
,

· 。 一
口

粤」
二 ”‘ · , ’甲 ‘公 ,

‘

甲硫
,

·

沁 二 一 广
,

比产

气“ 又丛 , 丈 刀 了 ,

刁尺 丈八

产︺

乙
· , 。 一

口

·

甲切 刀己工

、 、

厂
, , , , 、 、 、

子田
, 、

一 方厂 公 公 ,

一 夕 又口又 又 少 下丁 弋 刃口 ￡
·

下 盆 明
令 宁 反一

’ ,

由引理
, ,

和 得到
。 宁子

,

簇 宁
,

泞 一 ’ 甲,

泞 一 、 甲
,

宁

一

丁、
· · , ·

,

‘, ·

丁
、 · · , ‘·

一
, · ,

,

‘, ·

· “ 一‘ 一
‘

孔
· · · · ,

‘ ·

一
价

“ · , 州
· ,

,

‘,“

、
,

丁
, · ,

,

、·

丁 一
,‘· , ,

, · · ,

·

‘一
,

“ , · ,, ,,“
· , ,, ,,、 · , ,, · , ‘ ,

, ·
,

镇 二 , 泞
,

于是
,

宁 ,
,

簇 日
, 护

由 从
, , 、 宁 、

, ‘

一价 , ,人 ,

和
,

便得到 中
· , ,

模估计
下面证明 估计

,

仍引人辅助问题
,

令 二 石 牙
,

其中石是 云 的协调部分
,

牙

为其非协调部分
,

考虑到空间变量 与时间变量 之间的相对独立性
,

完全类似
,

〕仍有 一 汤
, ,

镇 一 又
,

由已知结论便有
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、,
、

,八以,上三
,

从 一 石
, ‘

一 反
, ,

以班 二 二

由 便得到
三 , 二 , 二 ,

因此欲证 岛 估计
,

只需证明
一 份 “ 二 二

由辅助问题
,

利用 及下面事实
‘

一 份
,

卯
‘ , 、必 刀

’ ,

卯 五 ,

嗽卯
‘ , 、卯

,

得到 从 一 石
, 八

‘

一 杨
,

卯

八
‘

一 石冲一 叻 一 沂
,尹一 叻 沂

,

叻 有 河
,

叻 人 河
,

卯
· , · ,

·

嗽。 ·蕊 ,‘ ,万 、 ,, ,,
,

其中
,

一 厂 一

,

嗽妇 一 又
二 ‘

, 馨与 一 又 二 二嗽叻恤 簇 、一, 一 ,

下「 般 叨鑫 盔 走

刀 川 尹 簇
, 专 一

,

】
,

这里

同理
, 刀 甲

,

氨妇 簇 人 川 刀 一 , ,

专 一
,

习 川 一 趴欲

一 · · , · ,
,

二。 · 、”丁, ·
· ·

丁
因此

一 份
,

毛
, 二 二

双 一
,

刀 一 , ,

丁,, ,‘· , ,,一
· , ,,

下面我们来估计 川 一
,

令 软任
‘
是下面椭圆问题的解

丁
· · 二 、

·

二‘二 一丁
了 , · 。 ,

·

于是 介 任
‘

拔 可以选择适当的值以使得

」
‘ 拟

‘ 一 刀 生 ,
, ,

且 “
,

状 一 刀 一
, ·

服 的存在唯一性由 一 定理保证
这是因为

‘
与 一‘ 互为对偶关系

,

由偏微分方程理论知道
,

若 是凸

的
·

则 你 〔
,

且
锹 】

,

二 簇 二 , ,

‘ 簇 刀 一 ,

状

中令 。 专
,

并对 任孔 求和
,

有

习 刀
,

状 ,势一 嗽卯
,

嗽卯
,

这里
,

尹 二 介
,

由
,

有
刃

,

甲一 嗽卯 专 , ,

尹一 嗽甲
, ,

, 二侧 军 一 , ,

一
,

、、 一
,

、。 丁⋯
· ·、 · ,

,

。 ·

一

丁
· , · ,

,

嗽必 一
,

其中由嗽尹任瑞
‘ ,

知 二 。 与估计 方法相同
,

可得

、 、且
· ·

且
, ·川一

,

· , ,, ,,一
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综合得到 ,一
, ·

、 “ 丁
, · 一

,

“
,

又由

专 一 ,

用

不等式便有

将 代人 便得到
‘

一 场 簇以
,

卜 二 万
,

与 结合立得 中 估计
对 的证明方法完全类似

,

从略
引理 若 任月 动

,

则成立
云一 卜 邝

,

簇 卜
,

云一 一 ,

簇 二 ,

证 的证明可见引理 证明中的
,

的证明完全类似 可

得

引理 若
, 从任尸 。 门

, ,

叹口
,

则日
,

使得
云 、 , 云

, , 云 , 甲云
,

其中
,

对 任
,

定义 】甲 、
‘、 少 。

‘ 忿‘

证 由三角不等式和逆估计有
甲云 二 簇 甲 伍 一 。 甲 凡 一 。 甲 。

镇 一‘ 云一
,

一
,

甲 几 一 。 。

簇 川 】甲 。 守 一 。

我们利用分解 尸脚二氨 十凡
,

其中弘 是 的协调部分
,

凡 为其非协调部分
因此

,

甲 一 。 成 甲 一 。 守 。 甲 一 嗽 。

一‘ 一
,

一 嗽 甲 。

上式与 结合便得到 甲训 二。 簇 同理亦可证明 中其它三项

有界
,

从略

二
连续时间非协调元逼近

定义问题 的连续时间非协调元逼近格式为
,

求 。,

〕一
,

使得
‘ ,

, 乙了
,

丁
· · ,

,

, ·

一 ,
,

,
,

走
, 。 , ,

任

不失一般性
,

我们这里假设 中的初值
。 ,

则 云

误差 令 泞 一云
,甲 云一

,

由
,

和 得到

之
,

子
,

一 从
,

一

下面分析格式 的

·

二云
,

二 一丁
八 · ‘ ·

, ·

丁
” · , ,

一 乙 二 甲云
, 二 一

,

甲自

取 毛
,

逐项估计 各项
,

其中用到引理 和
,

以及 。不等式 簇助
,

匆 。 ,

我们得到
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,

。 合暴
、 二 ‘

,

‘ 一合
, 口 ,。 ‘

, 二 。、

、 。一 合暴
‘

,

‘, 一 ‘, ,‘

一
‘ , ,‘ ,‘

, 、·

习 ’十

综合上面两式得到

。 , , 。 丁
‘ · , 泞 】荃

, 。 之 芍
,

一 合暴
‘

,

‘, 、

‘
,

。 丁
‘ · ,

之 、 二 , ‘ 泞

宁 爹
, 。 之 爹

,

对 求时间微分得到
之

, 、
之

,

二 一 兔
,

一 甲右
, 、

一 认
, 甲 、 一

‘

云
, ,

一 、 ‘
,

一

且
“ · 二‘ ·

, 二 , · ”

一 “‘ “
, ” · 一 ” · , , , 二“‘· ,

, 二 ,、“

一
‘ , 一 习

取 之 左端有估计
, 、 、 , ,

气勺
, 勺少十 六‘气 ’勺

, ‘少护 万 历 “ 十 。
之 爹,

,

一
。

各项皆是平凡的估计
,

类似上面
, 。的估计有

。 , ,

二
, 。 ,

一 。
, 产

万 沂
,
“
一

十 ” ‘

, ‘ 簇 七 训 吼 、 矛 十 ‘少
一

十 ‘

十 引芍
, 、

。 之 犷
, ·

, 一 十丁 右 宁 爹
,

之
”

与 相加
,

适当选取 。充分小
,

得

镇

十

对

之 右
,

右 之 圣
,

毛 。 ‘ 宁

教约爹
,

十 之 约 川

求时间积分
,

并注意到

十 引荃
,

十 氛 ,,‘
· ,

一分且 、幼 氛险
,

且做归纳假定 存在正常数
’ ,

使得
氛 , 簇

’ ·

则有

之
‘ ,

, ·

且,。
, 、 、

·

之 ,, 丁‘,氛 , ,‘
,人 “

·

利用 不等式便得到
之 泞

,

之
奋

令 在 取值得

。,‘ ,

气 , 簇 , 之



增刊 孙澎涛 抛物型积分微分方程的非协调 元方法

‘

一 从
, ,

任 凡

因此
,

】之
’ 之

,

羲 一 从
,

氛 簇 从
·

之
,

于是
,

息

由 便得

钊 几‘ 十
, 羲 气叽 气

下面证 明当 充分小时
, ,

自然成立
·

由逆估计和
·

有 乞 ‘
一‘

钊
、气。簇

,

因此若 充分小
,

则必存在正常数
‘ ,

使
·

成立
,

其证明过程

由归纳论证方法易得
与引理 和 结合立得定理

,

其中用到前面公式 州 毛 邻
一 。

簇 之 。 及

定理 若
,

任 。 闭 门 。 ‘ ,

‘ 习
,

任 万 泪
,

乙了是格式 的

解
,

则 一 , 。 一
‘ 二 。 一 气 , 一

占 ,

镇
“

参 考 文 献

泣 」
,

训 协 垃 业 曲 。协
划功 刃 了 已 , , 一

〔幻
, ,

。饥 。 而山二 冈月 长正。 卜山 妞 闪 ,

肠
, 一

〔〕 。佣 腼 山 目
,

一

〔〕
, 心 〕朋 叮 。 脚。 艳

, , 一

〔」 训 的 血水 叻。 吸巾已 已 皿 认
, ,

一


